4.4.4 DalSi trigonometrické véty

Predpoklady: 040403

Pr.1: Zopakuj jakym zplisobem mtiZzeme co nejvyhodnéji dopocitat zbyvajici strany a dhly
v obecném trojuihelniku.

vev,

' Pokud zndme alespoii jednu dvojici iihel + protéjsi strana, pouZijeme sinovou vétu (pozor na
- dvé moZnd feseni).

' Pokud ani jednu dvojici whel + protéjsi strana nezndme, pouzijeme nejdiive kosinovou vétu,
. poté jako druhy dopodteme sinovou vétou thel proti men3i strang.

Véty, které objevime v této hodiné, mohou usnadnit né€které vypocty, ale je mozné se bez nich
(na rozdil od kosinové a sinové véty) obejit.

Pedagogicka poznamka: Nasledujici dva ptiklady tiida pocita najednou rozdélend do dvou
skupin.

Pr.2: Urci obsah trojuhelniku ABC, jestlize plati:

a) c=14; b=10,3; a =60°57", b) c=14; b=10,3; a =119°3".
Nejdiive odvod’ obecny vzorec a pak dosad’.
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Urcime obsah: Uréime obsah:

S =%bcsina :%D]O,SEMBin60°57' =63,03 § =lbcsin(ﬂ—a) =
2

=%[110,3 (14 8in (180° -119°3') = 63,03

Miéme podobné vzorce a stejné vysledky = asi to neni ndhoda.
60°57'+119°3'=180° = sin60°57" =sin (180° -119°3 )

Navic: sin (7T— a) =sin 77cos @ —cos 77sina =0 [dosa — (—1) sing =sing@ =

S= 1 bcsin (IT— a ) = lbc sin@ = v obou ptipadech jsme odvodili stejny vzorec

Vzorec plati pro vSechny ostrothlé i tupouihlé trojihelniky.

=§bc sin(lT— a)

Pf.3: Rozhodni, zda vzorec z predchoziho ptikladu plati i pro trojihelnik s pravym thlem

o\

A c B

V pravouhlém trojihelniku plati v. =b = S =b—2c.

Dosadime: S =lbcsina’ =lbcsin90° =lbc[]] =E.
' 2 2 2 2

' Vztah plati i pro pravouhly trojihelnik.

Tedy pro kazdy trojihelnik plati vzorec S = %bc sing .

Pi. 4: PtepiS vzorec pro vypocet obsahu i pro dal$i kombinace stran a thla.

: 1 . NV . p . Cimi
' Vzorec § = Ebc sin @ umoznuje urcit obsah trojihelniku pomoci dvou stran a thlu mezi nimi

l . , C . 1 .
i = dal$i moZnosti dvou stran a thlu mezi nimi jsou S = Eca sinffas= Eab siny.

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZz vnitini ihly maji velikosti o, £, ) a strany délky a,

b,cplati: S =%absin y=%bcsina=%casin,8.



PE.5: 'V trojhelnfku ABC je ddno: b=6,7: 8=38°; y=73°. Urdi jeho obsah.

- Pokud chceme pouzit pfedchozi vzorec pro obsah trojihelnika, musime ur€it dvé strany a dhel
| mezi nimi.

Snadno muzeme dopocist stranu ¢ (sinova véta):

b e S ST e 10,41

L sinf8 siny sin 8 sin 38°

Pottebujeme thel mezi stranami b a c, tedy dhel o .
a+B+y=180°= a=180°—(B+y) =180°—(38°+73°) =69°

Dosazeni: S = %bc sing = % [6,710,41Win69° =32,55
' Obsah trojuhelnika ABC je 32,55.

PE.6: Je ddn kvadr ABCDEFGH o délkéch stran 2,3,4. Uréi obsah trojihelniku EBG.

- Nakreslime si kvadr, na oznadeni v tomto ptipadé nezéleZ (strany trojihelnika jsou sténové
. thlopfticky vSech druhti obdélnikd, které se na kvadru vyskytuji). Zvolime napiiklad toto:

|aB|=

H G

A ’ B
- Pomoci Pythagorovy véty ur¢ime délky jednotlivych stran trojuhelniku EBG.
e Strana EB (ptepona v pravouhlém trojihelniku ABE):

|EB| = \J|AB|" +|AE| =+/3* +4* =5

-+ Strana BG (pfepona v pravotihlém trojtihelniku BCG):

|BG| = | BC[ +|CG[" =+2* +4* =245 .

e Strana EG (pfepona v pravouihlém trojuhelniku EGH):

|EG| = |GH[ +|EH| =v3*+2* =13

Ted zname vSechny strany v feSeném trojuhelniku:



B

Pokud chceme pouZit vzorec musime vypocist jeden z uhli (napiiklad £) pomoci kosinové
2 2
_[BEf +|pof ~|of 5 +(245) Vi3

2[1BE| (1BG] 23245

' Dosadime do vzorce pro vypocet obsahu:
'S =%|BE| BG| Gin A =%E‘5DZ\/§sin44°l9' =7,811
. Obsah trojihelnika BEG je 7,811.

- véty: cos f3 =0,7155 = B=44°19'

H Pr.7: Najdi v tabulkich vzorec, ktery by umoznil spocitat obsah trojihelniku BEG (z
predchoziho piikladu) piimo z délek jeho stran bez urcovani velikosti vnitiniho thlu.
Pomoci nalezeného vzorce obsah vypocti a porovnej vysledky.

' Vzorec (Heroniiv) je v &dsti se vzorci v kapitole o planimetrii a goniometrii na stran& 35
! atb+c

2

v tomto znéni: S :\/s(s—a)(s—b)(s—c), s =

=6,539

. _a+b+c _5+25+13
EUrmmes:s— = 5

| 2
S =s(s—a)(s-b)(s~c) :\/6,539E@6,539—5)(6,539—2@)(6,539—@) =7,811

Oba postupy vedou ke stejnému vysledku.

Kromé vzorcti pro obsah trojihelnika existuji i vzorce po vycet poloméru kruznice opsané a
kruZnice vepsané.

Pr.8: 'V trojihelniku ABC zndme: |AB| =12 a y=66°. Urci polomér kruznice trojihelniku

opsané.

' Nakreslime obrazek situace. Stfed kruznice opsané lezi na praseciku os stran.



Polomér kruznice opsané spocteme z trojuhelniku ASS,, . Je pravouhly a plati: |AS | =r;

|AS | =§ : XASS,, = ¥ (je polovinou «ASB, ktery je kviili vété o obvodovém a stiedovém

" Ghlu dvojndsobkem thlu y).

' c

: AS Py

" Plati siny=M=l=i:> r=——.

| |AS| r 2r 2sin y
12

2siny  2[8in 66°

Dosadime: r = =6,568

Dodatek: Je dobré si uvédomit, Ze trojihelnik ABC neni v pfedchozim piiklad¢ zcela
zadany. Zname jen dv¢ velikosti, vrchol C by mohl leZet kdekoliv na delSim
oblouku AB kruznice k. Trojuhelnik by pak sice vypadal jinak, ale polomé&r
kruZnice opsané by se nezménil.

Pr.9: Napis dalsi mozné varianty vzorce odvozeného v piedchozim ptiklad¢.

- Polomér kruZnice opsané jsme pocitali z Ghlu a prot&ji strany, plati tedy
! po_ @4 b _ ¢
2sina 2sin 8 2siny

Pr. 10: Najdi v tabulkdch dalsi vzorce pro vypocet polomérii kruZznice opsané a vepsané.

' Vzorce jsou v €asti se vzorci v kapitole o planimetrii a goniometrii na stran¢ 35 v tomto znéni:

! . . . , abc
. polomér kruZnice opsané : r = E ,

| N . . .S _atb+c
. polomér kruznice vepsané: p=—,kde s =
. s

Dodatek: Predchozi vzorce se nékdy uvadeji ve tvarech: S = c;—bc , S = ps jako vzorce pro
r

vypocet obsahu trojihelniku.



Pr. 11: Urci obvod trojihelniku, ktery je vepsan do kruznice o poloméru 7 cm, jestliZe jeho
vnitini uhly maji velikosti: a =67°; f=81°.

. Na prvni pohled neteSitelné. Hleddme néjaky vztah mezi polomérem kruZnice opsané a

=a=r2sina.

' velikosti strany = r = —
! 2sina

' Podobn& miizeme vyjadFit i ostatni strany: b =r[2sin 8; ¢ =r[2sin .
o=a+b+c=r2sing+r2sin f+r2siny= 2r(sina'+sin,8+siny) .

Ur¢ime thel y: a+B+y=180°= y=180°—(a +B) =180°—(67°+81°) =32°.
Dosadime: o = 2r(sina+sin,6’+sin y) =207 Eﬂsin 67°+sin81° +sin 32°) =34,13
' Trojdhelnik mé obvod 34,13 cm.

Pr. 12: Petakova:
strana 50/cviceni 96
strana 51/cviceni 100
strana 51/cviCeni 105

Shrnuti:



